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巧用“两招”突破高考函数单调性的讨论问题
? 北京师范大学（珠海）附属高级中学 　 黄 晓

函数单调性是函数的关键性质．因此，讨论含参
函数单调性成为高考的常考问题，本文通过例子说明
讨论含参函数单调的技巧及其使用方法．

图１

一、函数单调性在高考中如何考

由图１可知：一方面，由函数的单调性，可以解决
函数的最值问题，从而解决恒成立和不等式的证明问
题；另一方面，由函数单调性，可以解决函数的极值问
题，从而解决函数零点（方程根）的问题．比如：

（１）ａ≥ｆ（ｘ）恒成立ａ≥ｆ（ｘ）ｍａｘ，恒成立问题
转化为求函数的最值问题，进而转为讨论函数单调性
的问题．

（２）ｆ（ｘ）≥ｇ（ｘ）（ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ））ｍｉｎ≥０，该类
函数不等式的证明问题，往往转化为求函数的最值，

最终转化为讨论函数的单调性．

图２

（３）如图２所示，函数ｆ（ｘ）

存在两个零点 
ｆ（ｘ１）＞０，

ｆ（ｘ２）＜０，｛
（ｘ１＜ｘ２，ｘ１、ｘ２分别为极大值点
和极小值点）．由此可见，函数的
单调性是函数的关键性质，是高
考重点考查对象，在高考中一般
会把单调性问题与函数零点及不等式证明等问题结

合在一起综合考查，通常是以单调性为基础解决其他
问题，要求考生能熟练讨论函数的单调性尤其是含参
函数的单调性．

二、讨论函数单调性的技巧

对函数单调性，高考中常考方向是：（１）讨论含参
函数的单调性；（２）讨论ｆ′（ｘ）＝０有隐形根的函数的
单调性，常用的两招是：“临界状态法”和“二次求导”，

下面我们举例分析．
（一）临界状态法找分类的界点 ———ｆ′（ｘ）＝０的

根可求

例１　已知函数ｆ（ｘ）＝ｌｎｘ＋ａｘ２－（２ａ＋１）ｘ（ａ

∈Ｒ），试讨论ｆ（ｘ）的单调性．
解：由题知，函数的定义域为（０，＋∞），且ｆ′（ｘ）

＝
１
ｘ ＋２ａｘ －

（２ａ＋１）＝
２ａｘ２－（２ａ＋１）ｘ＋１

ｘ ＝

（２ａｘ－１）（ｘ－１）
ｘ ．

（１）当ａ＜０时，由ｆ′（ｘ）＝０，得ｘ１＝１，ｘ２＝
１
２ａ

＜０，所以ｆ（ｘ）在区间（０，１）上单调递增，在区间（１，

＋∞）上单调递减；
（２）当ａ＝０时，ｆ（ｘ）在区间（０，１）上单调递增，

在区间（１，＋∞）上单调递减；

（３）当０＜ａ＜
１
２
时，ｆ（ｘ）在区间（０，１）上单调

递 增， 在 区 间 １，
１
２ａ（ ）上 单 调 递 减， 在 区 间

１
２ａ
，＋∞（ ）上单调递增；
（４）当ａ＝

１
２
时，ｆ（ｘ）在区间（０，＋∞）上单调递增；

（５）当ａ＞
１
２
时，ｆ（ｘ）在区间 ０，

１
２ａ（ ）上单调递

增，在区间 １
２ａ
，１（ ）上单调递减，在区间（１，＋∞）上单

调递增．
点评：（１）本例需要分类讨论函数的单调性，分类

的关键是找到分界点，该题的界点“０”和“１”是怎么出
来的呢？我们是通过考虑“临界状态”求出来．何为临
界状态？在本例中，我们需要讨论（２ａｘ－１）（ｘ－１）

＞０的解集，当ａ＞０时，相应二次函数开口向上，而当

ａ＜０时，相应二次函数开口向下，临界状态就是ａ＝
０；另外ａ≠０时，相应二次方程有两根ｘ１＝１，ｘ２＝
１
２ａ
，ｘ１ 可大于ｘ２，也可小于ｘ２，其临界状态就是ｘ１＝
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ｘ２，这时ａ＝
１
２
，由此我们得到了ａ的两个特殊值，这

两个特殊值恰好是分类的“界点”．一般地，对于不等

式ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ＞０，若其相应方程根可求，则其临界
状态为ａ＝０（二次项系数为０）和ｘ１＝ｘ２（两根相等）；

（２）如果求导后的式子为二次三项式的结构，一般先
考虑用“十字相乘法”进行因式分解，我们可以通过计

算“判别式”来判断能否使用“十字相乘法”，如果“判
别式”为一个完全平方数，则可以使用“十字相乘法”．
如本例的判别式Δ＝（２ａ－１）２为一个完全平方数，可
用“十字相乘法”．

（二）临界状态法找分类的界点 ———ｆ′（ｘ）＝０的
根未定

例２　已知函数ｆ（ｘ）＝
ｌｎｘ－ａ
ｘ

（ａ∈Ｒ），试讨论

ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）
ｘ
在区间（１，＋∞）上的单调性．

解：由题知，ｇ（ｘ）的定义域为（０，＋∞）且ｇ′（ｘ）

＝
２ａ＋１－２ｌｎｘ

ｘ３ ．

（１）当ａ≤－
１
２
时，２ａ＋１≤０，又因为ｘ＞１，所

以２ｌｎｘ＞０，所以２ａ＋１－２ｌｎｘ＜０，所以ｇ′（ｘ）＜０，

所以ｇ（ｘ）在区间（１，＋∞）单调递减．

（２）当ａ＞
１
２
时，由ｇ′（ｘ）＝０，得ｘ＝ｅａ＋

１
２，当１

＜ｘ ＜ｅａ＋
１
２，ｇ′（ｘ）＞０，当ｘ ＞ｅａ＋

１
２，ｇ′（ｘ）＜０，所

以ｇ（ｘ）在区间（１，ｅａ＋
１
２）上单调递增；在区间（ｅａ＋

１
２，

＋∞）上单调递减．
点评：当２ａ＋１＜０时，ｇ′（ｘ）＝０无实数根；当２ａ

＋１＞０时，ｇ′（ｘ）＝０有实数根，所以临界状态为２ａ＋

１＝０，即ａ＝－
１
２
，即为分类的“界点”．

（三）二次求导 ———ｆ′（ｘ）＝０存在隐形根
例３　（２０１３年全国新课标卷 Ⅱ（理数）２１题）已

知函数ｆ（ｘ）＝ｅｘ－ｌｎ（ｘ＋ｍ）．设ｘ＝０是ｆ（ｘ）的极
值点，求ｍ 并讨论ｆ（ｘ）的单调性

解：由题知，ｆ′（ｘ）＝ｅｘ －
１

ｘ＋ｍ
．因为ｘ＝０是

ｆ（ｘ）的极值点，所以ｆ′（０）＝０，所以ｍ＝１，

所以ｆ（ｘ）的定义域为（－１，＋∞），ｆ′（ｘ）＝ｅｘ－
１

ｘ＋１
，所以ｆ″（ｘ）＝ｅｘ ＋

１
（ｘ＋１）２ ＞

０，

所以ｆ′（ｘ）在区间（－１，＋∞）上单调递增，又因

为ｆ′（０）＝０，所以ｆ′（ｘ）在区间（－１，＋∞）上有唯一

的零点ｘ０＝０，所以当ｘ∈（－１，０）时，ｆ′（ｘ）＜０，当

ｘ ∈ （０，＋∞）时，ｆ′（ｘ）＞０，

所以ｆ（ｘ）在区间（－１，０）上单调递减，在区间
（０，＋∞）上单调递增．
点评：本例的ｆ′（ｘ）＝０存在隐形根，通过二次求

导判断ｆ′（ｘ）的单调性，然后根据零点存在定理确定

根所在区间或代特殊值找出隐形根，然后根据ｆ′（ｘ）

单调性和根的情况，判断ｆ（ｘ）的单调性．
例４　（２０１９年全国卷 Ⅰ（理数）２１题改编）已知

函数ｆ（ｘ）＝ｓｉｎｘ－ｌｎ（ｘ＋１），ｆ′（ｘ）为ｆ（ｘ）的导数．

讨论ｆ′（ｘ）在区间 －１，
π
２（ ）上的单调性．

解：ｆ（ｘ）的定义域为（－１，＋ ∞），设ｇ（ｘ）＝

ｆ′（ｘ），则ｇ（ｘ）＝ｃｏｓｘ－
１

１＋ｘ
，ｇ′（ｘ）＝－ｓｉｎｘ＋

１
（１＋ｘ）２

，ｇ″（ｘ）＝－ｃｏｓｘ －
２

（１＋ｘ）３
， 当 ｘ ∈

－１，
π
２（ ）时，ｇ″（ｘ）＜ ０， 所 以 ｇ′（ｘ）在 区 间

－１，
π
２（ ）上单调递减，而ｇ′（０）＞０，ｇ′ π２（ ）＜０，所

以ｇ′（ｘ）在 －１，
π
２（ ）有唯一零点设为α．则当ｘ ∈

（－１，α）时，ｇ′（ｘ）＞０；当ｘ ∈ α，
π
２（ ）时，ｇ′（ｘ）＜

０．
所以ｇ（ｘ）即ｆ′（ｘ）在（－１，α）上单调递增，在

α，
π
２（ ）上单调递减．
点评：本例中ｇ′（ｘ）＝０存在隐形根但不像例３那

样能猜出精确解，我们先借助二阶导数判断一阶导函

数的单调性，然后借助零点存在定理判断ｇ′（ｘ）＝０
的根的存在性，从而确定函数的单调性．

三、反思总结

单调性是函数的关键性质，是高考常考问题，也

是一个难点问题．命题者在设置问题时，一般是先讨

论函数的单调性，然后利用单调性解决零点（方程

根）、不等式证明以及恒成立等问题．高考中比较常见

的考法：（１）分类讨论含参函数单调性，这类问题的关

键是找到分类的界点，而“临界状态法”是行之有效的

方法；（２）讨论ｆ′（ｘ）＝０有隐形根的函数的单调性，

而“二次求导”是解决这类问题的有效方法．Ｆ
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