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　　面对y＝Asin(ωx＋φ)的图象变换问题,学生存

在“机械套公式而不理解算理”的问题,而面对y＝
Asin(ωx＋φ)的性质问题时,学生存在同样的问题,
即会套用“整体换元法”的步骤但不理解其原理．对于

y＝Asin(ωx＋φ)的图象变换问题,教师通常通过引

入平移公式
x′＝x＋h,

y′＝y＋k{ 和伸缩公式
x′＝λx,

y′＝μy{ 来帮助

学生理解图象变换法则的原理,而本文将在此基础上

从几何变换的角度解释“整体换元法”的原理．

１　平移与伸缩变换的性质

本文所涉及的几何变换为平移和伸缩两种变换．
为了更好地从变换的角度去解释“整体换元法”的原

理,下面先直观介绍两种变换的主要性质．
性质１　平移变换和伸缩变换都是一一变换．
性质２　保持同素性:两种变换下,点、线段、射

线、直线的像分别是点、线段、射线和直线．
性质３　保持元素结合性:两种变换都能保持点

和直线的结合关系、直线上点顺序以及直线和曲线的

结合关系(相切、相交)．
性质４　保持共线线段长度比的不变性:AB,CD

为平行(共线)的两条线段,它们在平移和伸缩变换下

的像分别为线段A′B′,C′D′,则AB
CD＝

A′B′
C′D′．

性质５　保持平行性:平移和伸缩变换都能保持

两直线的平行性．

２　平移和伸缩变换对y＝Asin(ωx＋φ)性质

的影响
根据上面平移和伸缩变换的性质,可以直观地得

出两种变换对y＝Asin(ωx＋φ)性质的影响的相关

结论．
结论１　保持单调区间的同素性:平移和伸缩变

换下,y＝sinx 的增(减)区间变成y＝Asin(ωx＋φ)
的增(减)区间且一一对应,平移变换还保持区间长度

不变．
结论２　保持对称轴(对称中心)的同素性:平移

和伸缩变换下,y＝sinx 的对称轴(对称中心)变成

y＝Asin(ωx＋φ)的对称轴(对称中心)且一一对应．
结论３　保持极值点的同素性:平移和伸缩变换

下,y＝sinx 的极大(极小)值点变成y＝Asin(ωx＋

φ)的极大(极小)值点．

３　用几何变换解y＝Asin(ωx＋φ)的性质问

题举例
如何从几何变换角度解释“整体换元法”的原理

呢? 下面举例说明．

例１　求函数y＝sin(x＋
π
３

)的增区间．

解　令－
π
２＋２kπ≤x＋

π
３≤

π
２＋２kπ,得－

５π
６＋

２kπ≤x≤
π
６＋２kπ,所以y＝sin(x＋

π
３

)的单调递增

区间为[－
５π
６＋２kπ,π

６＋２kπ],k∈Z．

这里采用的是“整体换元法”,正如前面指出的那

样:学生会机械地套用公式,但是存在疑惑,即“为什

么这样求出的区间就是y＝sin(x＋
π
３

)的增区间”．对

此可以进行如下分析．
分析　由平移变换的同素性知y＝sinx 与y＝

sin(x＋
π
３

)增区间在平移前后具有一一对应的关系．

如图１所示,y＝sinx 的一个增区间M:[－
π
２

,π
２

]经

过平移与y＝sin(x＋
π
３

)的增区间 M′:[－
π
２－

π
３

,

π
２－

π
３

],即[－
５π
６

,π
６

]对应．若令x∈M,x′∈M′,上

述所求范围相当于－
π
２≤x′＋

π
３≤

π
２

,即－
５π
６≤x′≤

π
６

,其实我们所求得的M′是x′的范围,应用时我们可

以把x 想象成x′．

图１
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一般地,如果要求y＝sin(x＋
π
３

)的所有单调区

间,只需要－
π
２＋２kπ≤x＋

π
３≤

π
２＋２kπ(k∈Z),注

意把x 想象成x′．

例２　如果函数y＝３cos(２x＋φ)的图象关于点

(４π
３

,０)中心对称,那么|φ|的最小值为(　　)．

A．
π
６　　　B．

π
４

C．
π
３　　 D．

π
２

解　令２×
４π
３＋φ＝

π
２＋kπ,得φ＝－

５π
６＋kπ,当

k＝１时,得|φ|min＝
π
６．此时学生困惑的地方在于“为

什么用４π
３

换掉x 后会等于右边的π
２＋kπ”,对此可

进行如下分析．
分析 　 由 平 移 和 伸 缩 变 换 的 同 素 性 y ＝

３cos(２x＋φ)与y＝cosx 的对称中心具有一一对应

的关系(如图２所示),比如y＝cosx 的一个对称中

心M 与y＝３cos(２x＋φ)的一个对称中心G 对应．因

此,y＝３cos(２x＋φ)的对称中心 A′(４π
３

,０)与y＝

cosx的一个对称中心A(π
２＋kπ,０)对应．若令A 的

横坐标为x＝
π
２＋kπ,A′的横坐标为x′＝

４π
３

,则２×

４π
３＋φ＝

π
２＋kπ,其实４π

３
所换掉的x 为x′,应用时注

意把x 想象成x′．

图２

例３　已知ω＞０,函数f(x)＝sin(ωx＋
π
４

)在

(π
２

,π)上单调递减,则ω 的取值范围是(　　)．

A．[１
２

,５
４

]　　B．[１
２

,３
４

]

C．(０,１
２

]　 D．(０,２]

解　由f(x)＝sin(ωx＋
π
４

)在(π
２

,π)上单调递

减得π－
π
２≤

T
２＝

π
ω

,所以０＜ω≤２．令

π
２ω＋

π
４ ≥

π
２＋２kπ,

πω＋
π
４ ≤

３π
２ ＋２kπ,k∈Z．

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

①

得１
２＋４k≤ω≤

５
４＋２k,又０＜ω≤２,所以k＝０,则

１
２≤ω≤

５
４．

学生存在的困惑是“为什么单调区间长度要小于

半个周期,为什么可以直接用π
２

和π换掉x 得出相应

的不等式组①”．对学生的上述疑惑,可进行如下分析．
分析　由y＝sinx 的图象知,y＝sinx 任意单

调区间的长度都不能超过半个周期,由变换前后的对

应关系可知π－
π
２≤

T
２＝

π
ω．另外,由平移和伸缩变换

的同素性知y＝sin(ωx＋
π
４

)的减区间 M′(π
２

,π)和

y＝sinx 的某个减区间M 对应,且 M 为区间[π
２＋

２kπ,π
２＋２kπ]的子集．若令x′∈M′＝(π

２
,π),则

ωx′＋
π
４∈(π

２ω＋
π
４

,πω＋
π
４

)＝M,而 M 为区间

[π
２＋２kπ,３π

２＋２kπ]的子集,所以

π
２ω＋

π
４≥

π
２＋２kπ,

πω＋
π
４≤

３π
２＋２kπ,k∈Z．
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其实我们所代的π
２

和π是x′的值．

抽象的原理遇到直观的图形将变得具体易懂．本
文从几何变换角度,利用平移和伸缩变换的同素性、
元素的结合性等性质得到y＝Asin(ωx＋φ)(A＞０,

ω＞０)的性质与y＝sinx 性质的一一对应关系,给出

“整体换元法”的直观理解,以期为读者处理函数y＝
Asin(ωx＋φ)(A＞０,ω＞０)的性质的教学问题提供

一定的参考．
(作者单位:北京师范大学(珠海)附属高级中学)

６１


